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O MOZLIWOSCI WYKORZYSTANIA MIESZANEGO
SFORMULOWANIA METODY ELEMENTOW SKONCZONYCH
DO SZACOWANIA DOKEADNOSCI ROZWIAZANIA
SFORMULOWANIA KLASYCZNEGO

W DWUWYMIAROWYCH PROBLEMACH

FILTRACJI USTALONEJ

Streszczenie. Oszacowania doktadnosci (a posteriori) uzyskanego rozwigzania numerycznego
umozliwiaja adaptacyjne poprawianie kolejnych rozwigzan, az do uzyskania zadowalajacej do-
ktadnosci. Wykorzystywane sa rézne techniki takich oszacowan. W pracy przedstawiono nowa
propozycje wyznaczania blgdu rozwiazan problemow filtracji ustalonej w klasycznym sformuto-
waniu metody elementow skonczonych, gdzie niewiadomymi sa tylko wysokosci piezometryczne.
Zaproponowana metoda opiera si¢ na wykorzystaniu sformutowania mieszanego metody elemen-
tow skonczonych, w ktorym niewiadomymi sg rowniez sktadowe wektora predkosci filtracji.

Stowa kluczowe: filtracja ustalona, metoda elementow skonczonych, szacowanie btedow rozwia-
zania

Wstep

Rozwigzanie wielu ztozonych problemow filtracji mozliwe jest wytacznie metodami
numerycznymi, z wykorzystaniem odpowiedniego oprogramowania. Do takich obliczen
najczescie] wykorzystywana jest metoda elementéw skonczonych. Przy rozwiazaniach
numerycznych niezwykle istotne sg informacje o doktadnosci uzyskanego rozwiazania
(oszacowania a posteriori). Umozliwiaja one adaptacyjne poprawianie kolejnych roz-
wigzan, az do uzyskania zadowalajacej doktadnosci ostatecznych rezultatow. W litera-
turze zaproponowano roézne techniki szacowania bledow rozwiazania. Ich omowienie
zawiera np. praca DEMKOWICZA (1986). RAKOWSKI (1996) wyrdznia dwie grupy spo-
sobow takich oszacowan. Pierwsza ma charakter zdecydowanie matematyczny i wyko-
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rzystuje teori¢ interpolacji, oszacowania rezidualne czy teori¢ dualnosci. Druga grupa,
rozwini¢ta w pracy ZIENKIEWICZA i ZHU (1987), wykorzystuje rézne techniki postpro-
cesingu do oszacowania btedu rozwigzania. Polega ona generalnie na ulepszeniu uzys-
kanego ze wstepnych obliczen rozwiazania i przyjeciu takiego ulepszenia jako oszaco-
wania rozwigzania S$cistego. Mozliwe sg tu rozne techniki oszacowan. Najczgsciej
wykorzystywane sg metody projekcji (od techniki usredniania w weztach poczawszy,
do technik bardziej wyrafinowanych), zjawisko superzbieznosci czy koncepcja ,taty”.
Techniki adaptacyjnego poprawiania rozwigzania wedtug RAKOWSKIEGO (1996) pole-
gaja generalnie na sensownym zwigkszaniu liczby parametrow weztowych (stopni swo-
body) w obszarze rozwigzania. Wersja okreslana literg h polega na zwigkszaniu liczby
elementow w obszarze duzych bltedéw (zmniejszania ich wymiaréw) przy zachowaniu
tych samych wielomianéw interpolacyjnych. Wersja okreslona litera p polega na pod-
wyzszeniu stopnia wielomianu interpolacyjnego (a zatem zwigkszenia liczby stopni
swobody w elemencie) przy zachowaniu podziatlu na element. Stosowana jest takze
wersja h+p, polegajaca na jednoczesnym zageszczeniu siatki i podwyzszaniu stopnia
interpolacji. Przy realizacji wersji h istotne jest automatyczne generowanie siatki,
a w metodach wersji p konieczne jest stosowanie hierarchicznych funkcji interpola-
cyjnych.

Takze w zagadnieniach ruchu wod gruntowych wykorzystywane sa techniki adapta-
cyjnego poprawiania rozwigzania, polegajace najczgsciej na postprocesingu, w ktérym
dokonuje si¢ stosownego oszacowania (ulepszenia) pola predkosci (zwykle przez od-
powiedni proces usredniania) i wyznaczania rozktadu bledu dla otrzymanego z pierwot-
nego rozwigzania pola predkosci. Pierwsza pracg na temat adaptacyjnego poprawiania
rozwigzania w problemach filtracyjnych opublikowali BURKLEY i BRUCH (1991).
W opracowanym przez nasz zespot inzynierskim oprogramowaniu do analizy zagadnien
filtracyjnych (SROKA i IN. 2004) zostaly tez wprowadzone ulepszenia, polegajace na
mozliwo$ci szacowania lokalnego i globalnego bledu wyznaczenia predkosci (SROKA
i IN. 2006). W cytowanej pracy testowano takze rozne strategie adaptacji typu h. Row-
nomierny podzial wszystkich elementéw okazat si¢ skrajnie nieefektywny.

Celem prezentowanej pracy jest nowa propozycja mierzenia bledu rozwigzania
w klasycznym sformutowaniu metody elementéw skonczonych dla problemow filtra-
cyjnych, gdzie niewiadomymi sg tylko wysokosci piezometryczne, oparta na wykorzy-
staniu sformutowania mieszanego metody elementow skonczonych (MEISSNER 1973,
WOSIEWICZ 1975), w ktorym niewiadomymi sg zardwno wysoko$ci piezometryczne,
jak 1 sktadowe wektora predkosci.

Material i metody

Réwnania modelu mieszanego dla plaskich probleméw filtracji

Roéwnania modelu mieszanego metody elementéw skonczonych dla ustalonej w cza-
sie plaskiej (dwuwymiarowej) filtracji przez osrodki porowate (lub dla przeptywow
potencjalnych) wyprowadzili najpierw MEISSNER (1973), wykorzystujac stosowne po-
dejsécie wariacyjne oraz — niezaleznie i niewiele pdzniej — WOSIEWICZ (1975), korzysta-
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jac z uktadu réownan definiujacych problem, poprzez proces ortogonalizacji bledu. Wy-
korzystano tu podejscie zastosowane w drugiej z cytowanych prac. Wyprowadzenie jest
nieco ogdlniejsze i wprowadzono tez pewne zmiany.

Problem ptaskiej (w planie lub pionie) liniowej filtracji w osrodku ortotropowym
mozna opisa¢ uktadem réwnan rézniczkowych:

ch
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Dwa pierwsze rownania (konstytutywne) wyrazaja tu zaleznos¢ migdzy jednostko-
wymi strumieniami objetosci gy i qy — odpowiednio w kierunku osi x i y (nazywane tez
predkosciami filtracji) a wysokoscig piezometryczna:

h=217 )
pg

Ostatnie jest rownaniem ciaglosci, w ktorym Q(x,y) jest wydatkiem zrédet we-
wnetrznych na jednostke powierzchni i czasu. W powyzszych réwnaniach jako ky i ky
oznaczano wspolczynniki filtracji odpowiednio w kierunku osi x iy, jako p(x,y) rozktad
cis$nien, z jest wysokos$cia polozenia nad przyjety poziom poréwnawczy, zas p i g to
odpowiednio gestos¢ cieczy oraz przyspieszenie ziemskie.

Réwnania (1) musza by¢ tozsamosciowo spelione przez funkcje qx = g«(X,y), qy =
qy(x,y) oraz h(x,y) w obszarze filtracji Q ograniczonym brzegiem I'. Funkcje te powin-
ny na poszczegodlnych czesciach brzegu I'y, I'; i I'; spetnia¢ warunki brzegowe:

h(x,y) = g(x,y) (x,y) el
q, =qxcosa+qsina=q;(x,y) (x,y)el, (3)
4, =492 (%, y)+a(x,y)h(x,y) (x,y)eT;

gdzie g(x,y), qi(X,y), q2(X,y) oraz a(x,y) sa znanymi funkcjami na odpowiednich czgs-
ciach brzegu I' (I'=T'; U I'; U I'3), q, jest przeptywem przez brzeg, za$ o katem migdzy
normalng zewnetrzng a 0sig X-Ow.

W stosunku do wczesniejszej pracy autora (WOSIEWICZ 1975) uwzgledniono tu
formalnie mozliwo$¢ zasilania przeptywu zrédtami wewnetrznymi (Q(x,y) # 0) oraz
formutowania warunku brzegowego trzeciego rodzaju. Jednak w typowych zadaniach
filtracyjnych pojawiaja si¢ najczesciej tylko dwa pierwsze warunki brzegowe (Dirchleta
oraz Neumanna) — zadana wysoko$¢ piezometryczna (okreslona funkcja g(x,y)) lub
zadany przeplyw przez brzeg, przy czym z reguly jest to wydatek q, = 0, a zatem brzeg
nieprzepuszczalny. Takie warunki brzegowe przyjeto dla dalszej (aplikacyjnej) czgsci
badan.
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Obszar filtracji Q dzielimy w typowy dla klasycznej wersji MES sposob, na skon-
czong liczbe L podobszarow Q° o brzegach I'® (e = 1, 2, ..., L). W kazdym elemencie
wyrdznia si¢ pewng liczbe punktow (weztow). W sumie wyrdznionych bedzie N wez-
tow. Kazda z poszukiwanych funkcji qy, qy 1 h w calym obszarze Q aproksymowac
mozna nastgpujgcymi wyrazeniami:

n
Elx :Z(PXUX :(PIUI +(\D2U2 +"'+(ann =®U
x=1

g, = ZWVx =g,V +y,V, +..+ ¥, V, =¥U 4)
A=l

m
h=> oH, =oH +0,H, +..+0,H, =QH
p=l

W wyrazeniach (4) wielkosci U,, V; i H, — oznaczaja odpowiednio po n parametrow
(zwigzanych z jednostkowym strumieniem obj¢tosci w kierunku osi x 1 y (wartoSci
w weztach) oraz m parametréw zwigzanych z wysoko$ciami piezometrycznymi (warto-
sci weztowe). Lacznie bedzie 2n + m = N nieznanych wartosci wegztowych. Indeksy ¥,
A, 1 sa globalnymi numerami parametréw U, V i H. Funkcje ksztattu (interpolacyjne) ¢,
= QX,Y), Wo = Y1 (X,y) oraz o, = o, (X,y) okreslaja, w jaki sposob g, q, oraz h zalezg
od wspolrzednych x, y i parametrow weztowych U, V,, H,.

W metodzie elementéw skonczonych funkcje ksztattu (interpolacyjne) wybiera si¢
W ten sposob, ze sg one rozne od zera jedynie w obszarze (podobszarze), ktorego miara
jest mata w stosunku do miary obszaru Q. Funkcje ¢,, y,, o, s3 generalnie r6zne od
zera jedynie w elementach, ktére zawiera wezet odpowiednio o numerze y, A, p. Zasady
tworzenia i doboru funkcji interpolacyjnych opisano w wielu pracach i opracowaniach
monograficznych (np. KOLAR i IN. 1971, ODEN 1972, ZIENKIEWICZ 1972, ZIENKIEWICZ
i TAYLOR 2000 itd.).

Podstawiajac wyrazenia (4) do rownan (1), uzyskamy:

K, ®U+Q H=c¢(x,y.® Q)
K, ¥V +Q H=e,(xy,?.Q) (5)
O U+Y,V-Q=e;(xy®¥)

gdzie K, = 1/k, oraz K, = 1/k,, za$ elementami macierzy ®, i £, s3 pochodne funkcji ¢,
1 o, wzgl¢dem zmiennej x, czyli 0¢,/0x oraz d,/0X , natomiast elementami macie-
rzy Wy i , s3 odpowiednio pochodne funkcji y; i ®, wzgledem zmiennej y. Lewe stro-
ny réwnai (5) nie sg oczywiscie rowne zeru, gdyz qy,qy,h sa tylko przyblizonymi
rozktadami funkcji gy, gy 1 h. Doktadno$¢ tego przyblizenia zalezy generalnie od liczby
parametrow weztowych oraz rozmieszczenia weztow w obszarze (od podziatu na ele-
menty). Funkcje e, e,, i e; opisuja btad spetnienia rownan (1) przez przyblizone wyra-
zenia (4).
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Dokonamy teraz minimalizacji warto$ci tych btedow w analizowanym obszarze fil-
tracji Q metoda Galerkina, przez ortogonalizacje funkgcji ey, €,, 3 z uktadem funkcji ¢,,
Yy, ®, W sposOb zaproponowany w pracy WOSIEWICZA (1975). Warunki minimalizacji
mozna zapisa¢ nastgpujaco:

Ij(pxeldxdy -0

Q

[[wreadxdy =0 (©)
I o,e;dxdy =0

gdziex=1,2,..n;A=1,2, ..n;p=1,2, .. m
Realizujac operacje wynikajace z powyzszych rownan, uzyskamy:

“.KX(pX(I)dedy + J.IQXQXdedy =0
Q
”‘KY‘PX‘I’dedy+J‘ ¥, 0 Hdxdy = 0 %
J._[(DH(I)XUdXdy + .”cop‘l’dexdy = J"[co“dedy
Q Q

Otrzymane zalezno$ci mozna doprowadzi¢ do postaci symetrycznej, stosujac do
ostatniego wiersza twierdzenie Greena w nastepujacej postaci:

_”{ (0,95)+— (co“qy)}dxdy Iw (qycosa +qsino)ds ®)

gdzie a jest nadal katem mi¢dzy normalng zewngtrzng do brzegu I a osig x.

Wykonujac rézniczkowanie w pierwszej calce zaleznosci (8), rozdzielajac ja na su-
me dwoch catek zawierajacych odpowiednio pochodne funkcji ®, oraz pochodne qx
i qy, a nastgpnie zastgpujac qx i qy ich przyblizeniami q, i ay wynikajgcymi z aprok-

symacji zalezno$ciami (4) uzyskamy:
] o0, o0,
”w” ((I)XU + ‘PyV)dxdy = J-(nu (®Ucoso + ¥Vsina)ds — J.I §®U+E YV |dxdy (9)
Q r Q

Wykorzystujac powyzsza rownos¢, ostatni wiersz zaleznos$ci (10) mozna zapisac na-
stepujaco:

om om )
I I —@Udxdy+ I I #‘I’dedy+ j I 0, Qdxdy = Imp((DUcos a+WVsina)ds (10)
X
Q Q
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Rozpatrzmy blizej catke¢ po brzegu w powyzszej zaleznosci. Zauwazmy, ze calka ta
jest rdwna zeru na czgsci I'; brzegu, bowiem wszystkie funkcje o, znikajg na tej czesci
brzegu. Nalezatoby sprecyzowacé, ze zalezno$ci (10) tworzone sa wylacznie dla weztow,
dla ktérych wysokoS$ci piezometryczne nie sa znane, czyli sa tworzone tylko dla weziow
nielezacych na brzegu I';. Wowczas, w pozostalych catkach typu (10), funkcje o, sa
rowne zeru wzdhuz brzegu I';.

Wyrazu stojacego w nawiasie w calce po brzegu nie mozna wprost wyznaczy¢ na
podstawie warunkow brzegowych (3) (drugiego i trzeciego), gdyz funkcje ¢, i ay Y]
tylko przyblizonymi warto$ciami qy i qy, a nie warto$ciami $cistymi. Mozna je jednak
okresli¢ poprzez ortogonalizacj¢ btgdu spetnienia przez te funkcje warunkow brzego-
wych z uktadem funkcji w,, jak to pokazano wczes$niej (WOSIEWICZ 1975). Podstawia-
jac funkcje q, i ﬁy do trzeciego z warunkdéw brzegowych (3), uzyskamy:

®Ucosa +¥YVsina — q(x,y)— a(xy)h(xy)=e, (x,y,<I),‘I‘) (11)

gdzie g =g, na=0dla(x,y)e I'; oraz g =g, dla (x,y) € I's.
Warunki minimalizacji btedu e, z uktadem funkcji ®, maja postac

J‘wﬂe4ds=0 (12)

s
gdzie oznaczono I', 3 =T, U I';. Podstawiajac zalezno$¢ (11) do (12), uzyskamy:

I o, (®Ucosa + YVsina)ds = Iw” q +ah)ds
s [P

Ostatecznie zatem ostatni wiersz zaleznos$ci (7) mozna zapisa¢ w postaci:

j J’aﬂ ®Udxdy + I I 9% vy = I ,(q+ah)ds - ” @, Qdxdy  (13)
3 Oy S oy r Q

2-3

Nalezy zwroci¢ uwage, ze dla przeptywow bezzréodlowych (Q = 0) znika ostatnia
catka (po obszarze Q) w zaleznosci (13). Jezeli rozpatrywaé tylko sytuacje, w ktorych
nie wystepuja warunki brzegowe IlI-ego rodzaju (a = 0), a zadane przez brzeg przeply-
wy sa rowne zeru q = q; = g, = 0 (brzeg nieprzepuszczalny), to rowna zeru jest takze
catka po brzegu I'y ;.

Zapiszmy teraz ostateczny uktad rownan w nastgpujacej zwartej postaci macie-
IZOWej:

G, 0 G,]u] (P,
0 G, Gy{Vi={P, (14)
G, G, 0 |H| [P,
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Po lewej stronie wystepuja jedynie niewiadome skladowe jednostkowego wektora
strumienia objetosci qy 1 qy, czyli U iV, oraz niewiadome warto$ci wysokosci piezome-
trycznych h, czyli H. Z uktadu réwnan wyeliminowane sa natomiast wszystkie rowna-
nia dla weztow, w ktorych wysokosci piezometryczne sa znane. Odpowiednie wyrazy
poszczegdlnych rownan ze znanymi wysokos$ciami piezometrycznymi nalezy przenies$¢
na prawg strong. Do ukladu wprowadzone sa takze zwigzki migdzy sktadowymi g i qy
na brzegu I'; i ['s. Otrzymamy w ten sposob wyrazy P, oraz P,. Wyraz Py, jest natomiast
rozny od zera, tylko jesli rozwazamy filtracje ze zrodtami lub/i z zadanymi przeplywa-
mi przez brzeg roznymi od zera (takze warunek brzegowy IlI-ego rodzaju).

Poszczegdlne podmacierze uktadu rownan (14) okreslone sg zalezno$ciami:

G, =‘UKX(DT(Ddxdy
Q

G :”(I)TQdedy
Q

G, = ﬂ' K, ¥ Wdxdy
Q

Gy = J;)J' ¥'Q, dxdy -
G, =”91q>dxdy
Q

Gy, = [[ @] wdxdy
A
G12=0 G21=0 G33=0
P, = J Q(q +ah)dr - j QQdxdy
T Q

2-3
W praktyce uktad réwnan (14) budowany jest w sposob typowy dla metody elemen-

tow skonczonych, przez sumowanie udziatu poszczegdlnych elementow. Udziat e-tego
elementu w uktadzie réwnan (14) mozna zapisa¢ nastgpujaco:

f) g1 22 83U 0
f2r=182 82 8n[Vi+y0 (16)

f; g3 83 8y H Ph
Definicja wyrazow g; (i,j = 1,2,3) oraz py, wynika wprost z zaleznoéci (14) i definicji
(15). Pamigta¢ tylko nalezy, Ze wymiary macierzy w tych formutach (®,¥ oraz Q, i Q,)

zaleza od liczby parametréw wezlowych w elemencie zwigzanym z qx i qy oraz h (od-
powiednio n i m,), a catkowanie nalezy wykona¢ w obrebie analizowanego elementu.
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Przyktadowo:

g1 = IJ.KX¢T¢dXdY
Qe

gdzie: @ = [@1, @2, ...Qy] to zbidr lokalnych funkcji ksztattu (aproksymujacych).
W podobny sposéb mozna zinterpretowac pozostate podmacierze gj;. Mamy tez:

Py = J'dexdy— J'co(q+ ah)ds
Q° s,

gdzie: @ = [0}, ©y, ...,0Ome]-
Warto pamietac, ze czg§¢ macierzy gjj to macierze zerowe stosowanych wymiarow:

22=0,8,=0,853=0

Takze wszystkie elementy wektoréw p, i p, sg rowne zeru.

Gotowe formuly dla elementu trojkatnego o dziewigciu parametrach weztowych,
tzn. warto$ci funkcji qy, qy, h w wierzchotkach trojkata U,, V,, H, (hpu =1, 2, 3), wy-
prowadzono w pracy WOSIEWICZA (1975), przyjmujac lokalny uktad wspotrzednych
w $rodku cigzkos$ci elementu i liniowe funkcje aproksymujace (wielomiany) dla kazdej
z aproksymowanych wielkosci.

Ocena dokladnosci rozwiazania klasycznego

Celem prezentowanej pracy jest wykorzystanie wyprowadzonego ukladu réwnan
modelu mieszanego metody elementdéw skonczonych do oceny doktadnos$ci rozwiagzania
opartego na sformutowaniu klasycznym, gdzie niewiadomymi sa wylgcznie wysokosci
piezometryczne.

Rozwazmy ponownie uktad rownan (14). Macierz analizowanego uktadu jest macie-
rza symetryczng. Wystarczy pamigta¢ tylko dolng Iub gorng macierz trojkatng. Przy
sensownej numeracji we¢ziow jest ona takze macierzg pasmowa, co zmniejsza konieczne
zaangazowanie pamic¢ci. Jednak na przekatnej gtownej pojawiaja si¢ zera (Gj; = 0), co
istotnie utrudnia jej rozwiagzanie. Wykonujac stosowne dziatania macierzowe, uzyskuje
si¢ z uktadu (14) trzy grupy rownan:

G, ,U+G;H=P,
G;,U+G;, V=P,
Rozwigzanie tego uktadu moze by¢ nastepujace. Poszukiwane sg wektory U, V i H.
Z pierwszej 1 drugiej grupy rownan mozna wyznaczy¢ odpowiednio U i V przez poszu-
kiwane wysokosci piezometryczne H:
U= Gl_ll (P, -G ;H)

" (18)
V=Gxn(P, —GyH)
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Oczywiscie stosowne macierze G, oraz Gy, musza by¢ niecosobliwe. Wstawiajac
powyzsze zalezno$ci do ostatniej grupy rownan (17), uzyskamy:

G3,Gi| (P, -G ;H) + G 3,G (P, — G H) = P, (19)
a po uporzadkowaniu uktad rownan:
(G31G11G 3 + G3,G,G)H = G5 G P, + GG P, - P, (20)
ktérego rozwigzaniem jest wektor:
H=(G;,G |G 3 +G,G»G)  (G3,G P, +G3,G P, —Py) (21)

Oczywiscie rozwiazanie ukladu roéwnan (20) jest mozliwe, gdy stojaca w nawiasie
przed H macierz kwadratowa jest nieosobliwa. Po wyznaczeniu H na podstawie zalez-
nosci (18) mozna wyznaczy¢ odpowiednio Ui V.

Otrzymany uktad réwnan (20) mozna jednak wykorzysta¢ inaczej — do oceny (osza-
cowania) dokladnosci rozwigzania opartego na klasycznym sformutowaniu metody
elementow skonczonych, gdzie niewiadomymi sg tylko wysokosci piezometryczne.
W modelu klasycznym, stosujac elementy niezapewniajace ciggtosci pochodnych (a jest
to prawie reguta) wlasnie z uwagi na nieciaglo$¢ sktadowych wektora gradientu pomig-
dzy elementami sktadowymi jednostkowego strumienia objetosci (predkos¢ filtracji)
w weztach, podziaty na elementy bgda zalezaly od tego, z ktorego elementu je wyzna-
czamy. Zwykle dla wigkszej doktadnosci wyznaczania predkosci w weztach stosuje si¢
wowczas zabieg usredniania (por. np. w pracy WOSIEWICZA 1981). Jest to niezbedne
takze wowczas, gdy zadamy ciaglego uktadu predkosci (gradientéw), cho¢by do gra-
ficznego ich zilustrowania (SROKA i IN. 2004).

Zatdézmy teraz, ze dla przyje¢tego podziatu na elementy znamy wartosci wysokosci
piezometrycznych wyznaczone z klasycznego podej$cia metody elementow skonczo-
nych. Oznaczmy te wartosci przez Hy. Wartos$ci te sg oczywiscie inne niz wartosci we-
ztowe H otrzymywane z analizowanego tu modelu mieszanego, a zatem wektor Hy, nie
spetnia uktadu rownan (20). Podstawiajac do rownan (20) wektor Hy, uzyskamy wigc:

R= (G31G1_11G13 + G32G£;G23)Hk _GSIG]_IIPu _G32G5§Pv +P (22)

Uzyskany wektor R (residuum) jest miarg spetnienia rownan (20) przez wektor Hy.
Wyraz R; wskazuje na doktadnos¢ spetnienia i-tego rownania. Pamigtac trzeba, ze kazde
z réwnan (20) jest rownaniem bilansu (ciaglosci) przeplywow, w ktorym sktadowe
wektora jednostkowego strumienia obj¢tosci (predkosé filtracji) wyznaczono ze zwiaz-
kéw (18) na podstawie przyblizonych wartosci wektorow Hy. Wyraz R; okresla zatem
doktadnos¢ spehienia i-tego bilansu.

Doktadno$¢ spetnienia uktadu réwnan (20) moze zatem stuzy¢ do wyznaczania wez-
tow, w ktorych bilans przeptywu jest szczegolnie stabo spetniony. Oznaczaé to bedzie,
ze wyznaczone na podstawie Hy i wzorow (18) sktadowe wektora jednostkowego stru-
mienia objetosci sg obarczone sporym btedem. Eliminacja tego btedu moze polegac na
przebudowie siatki podziatu na elementy i jej zageszczeniu w obszarach szczegolnie
duzych bledoéw (adaptacja typu h). W obszarach malych wartosci R; mozliwe jest nato-
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miast rozrzedzenie siatki. Problemem jest oczywiscie okreslenie takich wartosci R,
przy ktorych siatke nalezy zages$ci¢. Mozna przyjac na przyklad, ze w obszarach wokot
weztow, dla ktorych:

Ri2r 1=12,..n (23)
nalezy siatke zagescié, a wokot weztdw, gdzie:
R;<r, i=12,..,n (24)

mozna jg nawet rozrzedza¢. W zaleznosciach (23) i (24) przez r; oznaczono dopusz-
czalng warto$¢ residuum (btedu spetnienia rownan bilansu przeptywu), a przez r, taka
warto$¢ residuum dopuszczajaca rozrzedzenie siatki.

Podsumowanie

W prezentowanej pracy zaproponowano nowg technike oszacowania bledu (a poste-
riori) klasycznego sformutowania metody elementéw skonczonych w ptaskich proble-
mach filtracyjnych, gdzie niewiadomymi sg tylko wysokosci piezometryczne, opartg na
wykorzystaniu sformutowania mieszanego metody elementéw skonczonych, w ktorym
niewiadomymi sg zar6wno wysokosci piezometryczne, jak i sktadowe jednostkowego
strumienia objgtosci (wektora predkoscei filtracji).

W dalszych badaniach konieczne jest wykazanie (przynajmniej przez bezposrednie
obliczenia), ze po wprowadzeniu warunkéw brzegowych do ukladu réwnan modelu
mieszanego mozna go istotnie rozwigza¢ w zaproponowany sposob (co wymaga nieo-
sobliwosci stosowanych macierzy). Konieczne sg takze badania dotyczace efektywnosci
zaproponowanej metody szacowania btedow. Wykonanie obliczen opisanych zalezno-
$cig (22) jest bowiem mozliwe za pomoca ogdlnych programéw matematycznych do
wykonywania operacji macierzowych. Jest to jednak sensowne wylgcznie dla zadan
matych. Implementacja zaproponowanego sposobu szacowania btedu spetnienia réwnan
bilansowych wymaga zatem obmyslenia efektywnego algorytmu realizacji obliczen.
Bedzie to przedmiotem dalszych prac. Konieczne jest takze wypracowanie kryteriow
wymuszajacych zageszczenie siatki lub umozliwiajacych jej rozrzedzenie, czyli wyzna-
czenia liczb r i r,. Moga one zaleze¢ od rozwiazywanego problemu.
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ABOUT A POSSIBILITY OF THE USE OF MIXED FINITE ELEMENT MODEL
FOR ERROR ESTIMATION OF CLASSICAL FORMULATION OF THE METHOD
IN TWO-DIMENSIONAL STEADY SEEPAGE PROBLEMS

Summary. Error estimation (a posteriori) for obtained numerical results make it possible to
improve next solutions up to get the ones that are correct enough. Various techniques of error
estimation are used. A new error estimation technique in classical finite element solutions for
steady seepage problems, where only piezometric heads are unknown, is presented in the paper.
The proposed method is based on a mixed finite element model with unknown components of
seepage velocities as well.

Key words: steady seepage, finite element method, error estimation
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