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Streszczenie. Do modelowania cienkich przewarstwien zdecydowanie bardziej przepuszczalnych
niz otaczajacy je osrodek gruntowy uzyto prostego elementu liniowego ,,.bez grubosci”. Zaleznos-
ci dla tego elementu uzyskano wczesniej (WOSIEWICZ i WALCZAK 2005) przez kondensacje,
bezposrednio z zalezno$ci dla elementu prostokatnego o czterech weztach w jego wierzchotkach.
Proponowany sposéob modelowania przewarstwien zaimplementowano w wykorzystywanym
przez autoréw autorskim oprogramowaniu. Przeprowadzono wiele obliczen testowych i porow-
nawczych, ktore wykazaty poprawnosc¢ i efektywnosé takiego podejscia. W pracy przedstawiono
wyniki obliczen filtracji pod budowla pietrzaca posadowiong na podlozu przepuszczalnym
z cienkim przewarstwieniem utozonym poziomo, na glebokosci rownej jednej czwartej dtugosci
budowli.

Stowa kluczowe: filtracja ustalona, metoda elementéw skonczonych, cienkie przewarstwienia,
element liniowy

Wstep

Analiza wielu probleméw filtracyjnych, ze wzgledu na ztozono$¢ zjawiska (zwigza-
ng z geometrig obszaru, anizotropig czy niejednorodno$cia wilasciwosci fizycznych,
niecigglosScig warunkéw brzegowych itp.), mozliwa jest praktycznie tylko z wykorzy-
staniem metod numerycznych. Najczesciej wykorzystuje si¢ metode elementdéw skon-
czonych (ZIENKIEWICZ i TAYLOR 2000, SROKA i IN. 2004). Na etapie budowania mode-
lu numerycznego w takich rozwigzaniach mozna napotkaé spore trudnosci (WOSIEWICZ
1996), dotyczace miedzy innymi wystgpowania i koniecznosci dyskretyzacji cienkich
przewarstwien, soczewek, ekrandow czgéciowo przepuszczalnych itp.
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Wyrdznia si¢ zasadniczo dwie rozne sytuacje. Cienkie przewarstwienie moze by¢
stabiej przepuszczalne niz otaczajacy je o$rodek gruntowy i utrudniaé¢ ruch wod grun-
towych. W sytuacji odwrotnej przewarstwienie jest zdecydowanie lepiej przepuszczal-
ne. W takim przewarstwieniu dominuje zazwyczaj ruch wzdhiz jego dlugosci, gdyz
wysokos$ci piezometryczne na przeciwnych brzegach sg w przyblizeniu réwne sobie,
a gradient wysokosci piezometrycznych skierowany jest wzdluz przewarstwienia. Jesli
dodatkowo przewarstwienie lezy wzdtuz kierunku ruchu wody (lub pod niewielkim
katem), moze stanowi¢ uprzywilejowang drogg filtracji.

W pracy WOSIEWICZA 1 WALCZAKA (2005) do modelowania cienkich przewar-
stwien zaproponowano dwa proste elementy skonczone (prostokatny i liniowy — rys. 1).
Zostaly wyprowadzone odpowiednie zalezno$ci metody elementow skonczonych dla
kazdego z nich i podane w sposob jawny macierze przepuszczalnosci. Szerzej przedys-
kutowano tam sytuacje, w ktorej wystepujace cienkie przewarstwienie (soczewka) jest
zdecydowanie stabiej przepuszczalne niz otaczajacy je osrodek gruntowy. Wskazano
dla takiej sytuacji uproszczong macierz przepuszczalnosci dla prostego, prostokatnego
elementu skonczonego z weztami w wierzchotkach oraz zaimplementowano zapropo-
nowane rozwigzanie we wlasnym oprogramowaniu (por. SROKA i IN. 2004). Wykonano
szereg obliczen z wykorzystaniem tego oprogramowania, ktore wykazaly przydatno$é
takiego sposobu do modelowania przewarstwienia. Wykazano, ze modelowanie cien-
kich, nawet bardzo cienkich przewarstwien zaproponowanym elementem prostokatnym
znacznie ulatwia proces dyskretyzacji zadania, a uzyskiwane rezultaty obliczen — przy
mniejszej liczbie weztdw i elementéw w stosunku do tradycyjnego sposobu modelowa-
nia przewarstwienia za pomocg standardowych trdjkatnych elementoéw skonczonych
z weztami w wierzchotkach (nawet o 1/3) — zapewniaja doktadnos¢ wynikow. W cyto-
wanej pracy nie przytoczono jednak analiz i przykladow obliczeniowych z zastosowa-
niem elementu liniowego do modelowania cienkich przewarstwien zdecydowanie lepiej
przepuszczalnych niz otaczajacy je osrodek gruntowy. Artykut ten stanowi w tym sensie
rozszerzenie 1 uzupeienie przytoczonej publikacji (WOSIEWICZ i WALCZAK 2005).
Warto wskazaé, ze cienkie przewarstwienia, stabiej przepuszczalne niz otaczajacy je
o$rodek gruntowy, modelowaé¢ mozna takze z wykorzystaniem warunku brzegowego
trzeciego rodzaju, zadawanego na wewnetrznym brzegu obszaru filtracji (WALCZAK
2006, WALCZAK i WOSIEWICZ 2010).
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Rys. 1. Element prostokatny i prosty element
liniowy
Fig. 1. Rectangular and simple linear element
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Material i metody

Element liniowy do modelowania cienkich, bardziej przepuszczalnych
przewarstwien

Poniewaz grubo$¢ cienkiego przewarstwienia d jest znacznie mniejsza niz jego dtu-
g0$¢ L, przyjeto (WOSIEWICZ i WALCZAK 2005), Zze samo przewarstwienie mozna mo-
delowac elementem liniowym ,,bez grubosci” (rys. 1 b), wprowadzanym bezposrednio
w wygenerowang siatke, wskazujac tylko wezty bokow elementow trojkatnych, wzdhiz
ktorych przebiega przewarstwienie. Wiasciwosci filtracyjne i geometria samego prze-
warstwienia uwzgledniane beda tylko w charakterystyce elementu. Przepuszczalnosé
takiego elementu charakteryzowa¢ mozna jednym wspolczynnikiem filtracji k; wzdtuz
przewarstwienia. Ze wzgledu na charakter przewarstwienia (jego duzo mniejsza grubosc
w stosunku do dhugosci) przyja¢ mozna, ze w przewarstwieniu bedzie dominowaé ruch
wzdluz niego (wysokoS$ci piezometryczne na przeciwnych brzegach, w wezlach leza-
cych naprzeciwko siebie, nie beda si¢ praktycznie r6zni¢). Zakladajac dodatkowo stalg
grubos¢ przewarstwienia w obrgbie elementu liniowego oraz jednorodno$¢ wlasciwosci
filtracyjnych w przewarstwieniu k; = const. N d = const., wyrazy macierzy przepusz-
czalno$ci elementu liniowego wyrazi¢ mozna zaleznoscia (WOSIEWICZ i WALCZAK
2005):

1
i o¢; 00; .
Tokd[ ek dj=1.2 1
g 1 J ox Ox J (1)

Przyjmujac najprostsze, liniowe funkcje aproksymujace i wykonujac odpowiednie
obliczenia, uzyskamy macierz przepuszczalnosci elementu.

k,d +1 -1
) bt 2
& 1 {—1 +1} @

Wprowadzenie takiego elementu liniowego do oprogramowania, w sposdb zapropo-
nowany przez autoréOw, powoduje niewielkie zmiany w globalnej macierzy przepusz-
czalnoséci G, a szeroko$¢ pasma nie ulega zmianie. Implementacja takiego sposobu
modelowania w istniejace oprogramowanie jest zatem stosunkowo prosta.

Filtracja pod budowlg pietrzaca z poziomo zalegajacym
przewarstwieniem

Przeanalizowano szczegdtowo ptaska, ustalong filtracje pod budowlg pigtrzaca o dtu-
gosci B = 10 m (rys. 2). Zatozono, ze budowla posadowiona jest na izotropowym
osrodku gruntowym o miazszosci takze rownej B. W podiozu znajduje si¢ cienkie,
poziome przewarstwienie o miazszosci B/50, znacznie bardziej przepuszczalne niz
otaczajacy je osrodek gruntowy, potozone na glebokosci B/4 pod fundamentem. Wyko-
nano wiele analiz numerycznych dla kliku wariantow przepuszczalnosci przewarstwie-
nia oraz poziomow pigtrzenia. Dla wykazania poprawnosci zaproponowanego sposobu
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Rys. 2. Schemat obliczeniowy
Fig. 2. Calculation scheme

modelowania przeprowadzono takze stosowne obliczenia sprawdzajgce metodg elemen-
tow skonczonych, z pelnym wymodelowaniem przewarstwienia. Analiz¢ wykonano
odpowiednio zmodyfikowanym, autorskim oprogramowaniem (por. SROKA i IN. 2004).

Do dyskretyzacji obszar filtracji podzielono na 6 podobszaréw o jednakowych wtas-
ciwosciach filtracyjnych (charakteryzowanych takim samym wspotczynnikiem filtracji
ke =k, = 10~ m/s, bez uwzglednienia cienkiego przewarstwienia jako oddzielnego pod-
obszaru). Granice matematyczne obszaru filtracji przyjeto oddalone o 4B przed i za
budowla pictrzaca. Wygenerowano siatk¢ 4430 elementéw i 2317 weztdw (rys. 3).
Nastepnie w obszarze filtracji wprowadzono cienka warstwe znacznie bardziej prze-
puszczalng niz otaczajacy ja osrodek gruntowy, modelujac ja za pomoca 98 opisanych
elementéw liniowych, nalozonych na wygenerowang siatke. Wlasciwosci filtracyjne
oraz geometria (szeroko$¢) cienkiego przewarstwienia uwzglgdnione zostaty tylko
W opisie zastosowanych elementow.
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Rys. 3. Siatka podziatu na elementy
Fig. 3. Finite element mesh

Wykonano obliczenia dla kilku wariantow przepuszczalno$ci przewarstwienia (opisy-
wanego stosunkiem wspotczynnikow filtracji ky/k odpowiednio w przewarstwieniu oraz
w otaczajacym je osrodku gruntowym) oraz dla kilku poziomow pietrzenia. W analizowa-
nych zadaniach dla kazdego z pozioméw pietrzenia AH = B/8; B/4 oraz B/2 wykonano
analiz¢ dla trzech wariantdw przepuszczalno$ci przewarstwienia k/k = 2, 32, 128. Dodat-
kowo dla pigtrzenia AH = B/4 wykonano réwniez obliczenia dla przepuszczalnosci ky/k =
4, 8, 16 oraz 64. W poszczegodlnych zadaniach analizowano wydatek catkowity Q. pod
budowla pigtrzaca oraz wydatek przez samo przewarstwienie Q,. Otrzymane wyniki
(w metrach szesciennych na dobe na metr szerokosci budowli) zestawiono w tabeli 1.



5

Wosiewicz B.J., Walczak Z., 2011. Modelowanie cienkich, bardziej przepuszczalnych przewarstwien w ptaskich
problemach filtracji ustalonej prostym elementem liniowym. Nauka Przyr. Technol. 5, 5, #100.

Tabela 1. Wydatki catkowite pod budowlg pigtrzacg Q. i przez samo przewarstwienie Q, dla
analizowanych zadan
Table 1. Total flow rate under weir Q. and interbeddings flow rate Q, for analysed calculations

Rozwigzanie tylko elementami trojkatnymi
Rozwigzanie z elementami liniowymi Solution only triangular elements
The solution of the linear elements bez przewarstwienia | z uwzglgdnieniem przewarstwienia
without interbedding with interbedding
kp/k | Qe (m¥/d) | Q, (m?/d) Q. (m*/d) Q. (m*/d) Q, (m*/d)
AH=B/8 2 0,607 0,027 0,587
32 0,865 0,362
128 1,47 1,07
AH =B/4 2 1,21 0,0534 1,17 1,19 0,0538
4 1,25 0,105
8 1,33 0,206 1,31 0,207
16 1,47 0,393 1,45 0,396
32 1,73 0,723
64 2,18 1,27
128 2,94 2,15 2,94 2,17
AH =B/2 2 2,43 0,107 2,35
32 3,46 1,44
128 5,87 4,29

Uwaga: wydatki podano z doktadnoscia do trzech miejsc znaczacych w metrach sze$ciennych na dobe na
metr szerokosci budowli.

Note: the total discharge are given accurate to three significant digits in cubic meters per 24 h per meter
width of the building.

Dla analogicznego problemu filtracyjnego wygenerowano siatk¢ podzialu na elementy,
gdzie obszar cienkiego przewarstwienia modelowany byt klasycznie za pomoca trojkat-
nych elementéw skonczonych z weztami w wierzchotkach. Wygenerowano w ten spo-
sob siatke zawierajaca 6631 elementow i 3446 weztdw. Samo przewarstwienie mode-
lowane bylo przez 444 elementy skonczone. Konieczna liczba w¢zlow (niewiadomych)
zwigkszyla si¢ zatem o okoto 1,5 raza. Porownano otrzymane wydatki i przeanalizowa-
no réwniez rozktady wysokosci piezometrycznych oraz gradientdw w obszarze filtracji.
Przeprowadzone obliczenia filtracji pod analizowang budowlg pigtrzaca z uwzgled-
nieniem dwoch roznych sposobéw modelowania cienkiego przewarstwienia (zapropo-
nowanymi elementami liniowymi oraz klasycznie — za pomoca elementow trojkatnych
z wydzieleniem podobszaru cienkiego przewarstwienia) nie wykazaty znaczacych roz-
nic w wydatkach, w rozktadach wysokosci piezometrycznych oraz gradientow dla po-
szczegblnych poziomoéw pigtrzenia i przepuszczalno$ci samego przewarstwienia.
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Wyniki

Uzyskane z przeprowadzonych obliczen wybrane rezultaty przedstawiono w tabeli 1
oraz zilustrowano na kolejnych rysunkach (od 4 do 9).

Zauwazy¢ mozna zwigkszajacy si¢ wraz ze wzrostem przepuszczalnosci wplyw
przewarstwienia na rozktad wysoko$ci piezometrycznych. Ilustruje to rysunek 4, wyko-
nany dla AH = B/4 i trzech wartosci wspolczynnika ky/k. Na tym rysunku warstwice
opisano wielkosciami bezwymiarowymi (h — Hq)/AH, gdzie Hy jest wysokoscig piezo-
metryczng odpowiadajaca wodzie dolnej, a AH jest wysokoscia pictrzenia. Dla przewar-
stwienia o dwukrotnie wickszej przepuszczalnos$ci niz otaczajacy je grunt wplyw tego

. P 6

AH = B/4
k/k =2
b
AH = B/4
k/k = 32
C
AH = B/4

k/k =128

Rys. 4. Rozklady wysokosci piezometrycznych w podtozu budowli dla AH = B/4 i r6znych
warto$ci stosunku k/k

Fig. 4. Piezometric head distribution in soil under a weir for AH = B/4 for different values of
ratio ky/k
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przewarstwienia jest niewielki, ale jesli przewarstwienie jest znacznie bardziej prze-
puszczalne (rzedu 100 razy), jego wptyw na rozktady wysokosci piezometrycznych jest
juz znaczny, co ilustruje rysunek 4. Poréwnano tez rozktad wysokosSci piezometrycz-
nych pod sama budowla pietrzaca. Uzyskano bardzo dobrg zgodno$¢ miedzy analizo-
wanymi rozwigzaniami. Wyniki obliczen dla pigtrzenia AH = B/4 oraz przepuszczalno-
$ci ky/k = 128 zostaty zilustrowane na rysunku 5.

3,5 \
=¢==rozwigzanie z elementami liniowymi
3 4 solution with linear elements -
=f=tylko elementy trojkatne
triangular elements only
2,5
°
2
1,5
1 [
40 50

X

Rys. 5. Poréwnanie rozktadu wysokosci piezometrycznych pod budowla
pietrzaca dla rozwiazania tylko elementami trdjkatnymi oraz modelujac
przewarstwienie proponowanymi elementami liniowymi

Fig. 5. Comparison of piezometric head distribution under a weir for so-
lution based upon triangular elements and for modelling of thin inter-
beddings by using simple linear element

Wykonano obliczenia dla poréwnywanego pigtrzenia AH = B/4, dla wybranych
przepuszczalnosci przewarstwienia modelujac je klasycznie za pomoca zbioru trojkat-
nych elementéw skonczonych. Uzyskane wydatki calkowite oraz przez samo przewar-
stwienie podano takze w tabeli 1. Wyniki wskazuja na bardzo duza zgodno$¢ rozwia-
zan, a roznica w wyznaczonych wydatkach nie przekracza 2%.

Porownujac catkowite wydatki pod budowlg pictrzaca, zestawione w tabeli 1, zau-
wazy¢ mozna, ze wraz ze wzrostem przepuszczalnosci przewarstwienia wydatek catko-
wity rosnie w stosunku do wydatku bez cienkiego przewarstwienia odpowiednio o kilka
procent dla ky/k = 2, a nawet do prawie 250% dla k,/k = 128. Na rysunkach 6 i 7
przedstawiono wydatki catkowite oraz wydatki przez przewarstwienie, odpowiednio
w zaleznosci od przepuszczalnosci przewarstwienia lub wysokosci pigtrzenia. Zauwa-
zy¢ mozna, ze wraz ze wzrostem przepuszczalnosci przewarstwienia udziat procentowy
przewarstwienia w wydatku catkowitym rosnie istotnie od okoto 4% dla ky/k = 2 do
nawet 73% dla ky/k = 128. Ilustruje to dobrze sporzadzona dla AH = B/4 rysunek 8, ale
praktycznie identyczna dla innych poziomoéw pigtrzenia. Wydatki Q. i Q, sg zatem
proporcjonalne do wysokos$ci pietrzenia AH.
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Rys. 6. Wydatki catkowite w zaleznos$ci od przepuszczalno$ci przewarstwienia oraz po-
ziomu pigtrzenia
Fig. 6. Total flow rates as a function of interbeddings permeability and up stream water level

7 7
g L —EmDb2 6 L == kplk=2
== b/4 - AH =32
54— b/8 5 TEeleks
g g A : 4L kp/k = 128
£ £
s 3 // g 3
2 —_ 2
1 -7% S 1 1
A,o’.
0 - ; . , 0 —e p———
0 50 100 150 0 02 04 0,6
kp/k AH/B

Rys. 7. Wydatki przez przewarstwienie
Fig. 7. Flow rates in interbeddings

Przeanalizowano szczegotowo rowniez rozktady gradientow wokoét budowli pigtrza-
cej. Na rysunku 9 (a, b, ¢) przedstawiono rozktady gradientéw dla wybranych przepusz-
czalno$ci przewarstwienia, dla pigtrzenia AH = B/4 dla ky/k rownego odpowiednio 2, 32
i 128. Zauwazono, ze ze wzrostem przepuszczalno$ci przewarstwienia maleje zasigg
wysokich gradientéw, a jednoczesnie gradienty maksymalne, w poblizu budowli, rosng
z okoto 0,46 do 0,60. Na rysunku 9 ¢ oraz 9 d poréwnano natomiast rozktady gradien-
tow wokot budowli dla rozwigzania odpowiednio z elementami liniowymi oraz dla
rozwigzania z przewarstwieniem modelowanym klasycznie. Pewne réznice w gradien-
tach w obrebie przewarstwienia mogg wynika¢ z innego sposobu modelowania samego
przewarstwienia, jednak sam rozklad gradientow wokot budowli, ponad przewarstwie-
niem, jest praktycznie taki sam. Roznica w gradiencie maksymalnym miedzy poszcze-
gblnymi rozwigzaniami wynosi okoto 15%, odpowiednio I, = 0,60 dla rozwigzania
z proponowanym elementem liniowym i I,,x = 0,72 dla rozwigzania klasycznego.
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Rys. 8. Zalezno$¢ stosunku wydatku przez przewarstwienie do wydatku cat-
kowitego Q,/Q. od stosunku przepuszczalno$ci przewarstwienia i podtoza
Fig. 8. Ratio of interbeddings flow rate and total flow rate Q,/Q. as
a function of interbeddings permeability and ground permeability ratio
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Rys. 9. Przykladowe rozklad gradientéw w podtozu dla rozwigzania z elementami liniowymi
(a, b, ¢) i tylko elementami trojkatnymi (d)

Fig. 9. Examples of gradient distributions in soil under a weir for solution based upon simple
linear elements (a, b, ¢) and for solution based upon triangular elements
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Podsumowanie

Analizowano problem modelowania cienkich przewarstwien, soczewek lepiej prze-
puszczalnych niz otaczajacy je osrodek gruntowy za pomocg zaproponowanego wczes-
niej (WOSIEWICZ 1 WALCZAK 2005) elementu liniowego ,,bez grubosci”. Przyjeto, ze
samo cienkie przewarstwienie nie b¢dzie wydzielone jako podobszar, a dyskretyzacja
wykonana bedzie tak, jakby przewarstwienie nie istnialo. Trzeba wowczas jedynie spet-
ni¢ warunek, aby brzegi trojkatnych elementéw skonczonych w obrgbie fizycznego
polozenia przewarstwienia przebiegaly wzdtuz tego przewarstwienia (w jego osi). Przy-
jeto tez, ze geometria przewarstwienia oraz jego wiasciwosci filtracyjne uwzgledniane
beda wylacznie przez stosowane charakterystyki elementu liniowego. Zaproponowana
technik¢ modelowania zaimplementowano we wlasnym profesjonalnym oprogramowa-
niu. Wykazano, ze uzyskiwane rezultaty obliczen dla rzeczywiscie cienkich przewar-
stwien sg praktycznie takie same, jak przy innym sposobie modelowania (gesty podzial
na elementy trojkatne w przewarstwieniu oraz woko6t niego). Zaproponowane podejscie
do modelowania przewarstwien lepiej przepuszczalnych niz otaczajacy je osrodek grun-
towy ma wiele zalet. Samo przewarstwienie nie jest w sposob jawny dyskretyzowane,
co ulatwia podzial obszaru filtracji na elementy, umozliwiajac jednoczesnie uzyskanie
poprawnego rozwigzania przy znacznym zmniejszeniu liczby niewiadomych. Nie jest
bowiem konieczne duze zageszczanie elementdow w celu doktadnego odwzorowania
przewarstwienia.

Pamicta¢ nalezy, ze zaproponowany element liniowy moze by¢ stosowany tylko
przy cienkich przewarstwieniach lepiej przepuszczalnych niz otaczajacy je osrodek
gruntowy. Zastosowanie tego elementu wymaga na ogét pewnych modyfikacji opro-
gramowania, ale s3 one niewielkie. Nie zaburzaja symetrii macierzy ukladu rownan G,
a szerokos$¢ pasma tej macierzy rowniez pozostaje bez zmian.
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MODELLING OF THIN INTERBEDDINGS WITH HIGHER PERMEABILITY
PROPERTIES IN TWO-DIMENSIONAL STEADY STATE GROUNDWATER
FLOW BY USING SIMPLE LINEAR ELEMENT

Summary. “No thickness” simple linear element were used to model thin interbeddings with
higher permeability properties then the rest of enclosed ground. Relationships for the element
were obtained early (WOSIEWICZ i WALCZAK 2005) by condensation, from equations for four
nodes rectangular element. Proposed procedure of modeling of interbeddings were implemented
in computer program created by the authors. Set of tests and comparative calculations have been
carried out. The calculations proved correctness and efficiency of proposed procedure. Results of
calculations of groundwater flow under weir located on permeable ground with thin horizontal
interbeddings situated on depth equal to one fourth of length of the weir have been presented in
the paper

Key words: steady seepage, finite element method, thin interbeddings, linear element
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